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enを考え、 GLnの元のうち、上三角行列であるもの全体を Bと書く。 B
はボレル部分群である。 I(d,n)を濃度がdである {1,・・・，n}の部分集合から
なる集合とする。
定義 2.1(グラスマン多様体） d勺n(d, n E Z)とする。 Gd,nをn次元ベクト
ル空間内にある d次元の線型部分空間全体の集合とする。 Gd,nをグラスマン
多様体という。
定義 2.2(ブリュア順序） v,w E I(d,n) について v~w であるとは、 V=
{v1, . ・,vd} (灼<Vi+1) W = {wぃ..・,wd} (wi < Wi+1)に対して、 V1さ
W1, ・ ・ ,Vd'.S Wdが成り立っているときのことをいう。
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例 2.3n = 4,d = 2のとき {1,2}> {2,3}であるが、 {1,4},{2,3}では、大
小関係は決まらない。
ev を €v1l ..l€vd によって張られる Gd,n の元とする（ただし e1, ...'enは、
n次元ベクトル空間の標準甚底）。 evはトーラス作用による固定点である。




ぶ =U立wBev であり、 v~w のとき ev Eぶである。





と定義する。 (MtはM の次数tの斉次部分）ここで dimkはK上のベクトル
空間としての次元を意味する。
重複度はヒルベルト関数を求めることで計算でき、ヒルベルト閲数H(t)の最
高次の項が囲tnのとき重複度はmである。 CE{v1, ・ ・ , 四}, r E { 1,・ ・ , n} ¥ { v1, ・ ・ ・,四｝
とし、 (r,c)からなる集合を沢V と書く。
定理 2.7X初の点 evにおける座標環 R/Iについて、 0= {01, ・・・，仰}E 
I(d,n),P0 = det(a。ぁ）(1:::;i,j:::;d)とするとき、 {!0= P0/P』0EI(d,n),0t_
w}であるJoがIを生成する。 (det(a0,0;)は、 (r,c) E叩であるとき、 (r,c)
成分を変数とし、 (wk,k)成分を 1,それ以外を 0とした行列によるもの）
これをもとにヒルベルト関数を計算することができる。例えば G2,4,W= 
{2,4},v = {1,2}のとき心の点 evにおける座標環R/IのIは{3,4}t_w
1 0 

















定義 3.3w = {w1,・ ・ ・,wd}に対してヤング図形入を入i= (n -d) + i -Wi 
となるように定める。











定理 3.6(Kodiyalam and Raghavan)シューベルト多様体Xwの点e叶こ
























c2nを考える。 G= Sp2n(C) = {g E GL2n(CWgJg = J} 
0 1 
: 1 0 
--0―--―二i「------
-1 Q I 
列｝またGっB'._={ダ EGigは下三角行列｝とする。 B',B'._はボレル部分群
である。 c2n3 a= (a1, ・ ・ , a2n), b = (b1, ・ ・ , b2n) 1~ 対-、してskew-symmetric
bilinear form〈,〉を〈a,b〉=taJb = a1b2n +・・ •+anbn+l -an+l似ー・・・-a2nb1
と定める。〈，〉がnondegenerateであるとは、全てのbに対して〈a,b〉=0であ
るならばa=Oであることをいう。 c2nの部分空間 Vについて〈v,v〉={O} 
であるとき Vはisotropicsubspaceであるという。 V1,・ ・ , Vn E C2nによって
張られる部分空間を Vとする。 Vがlagrangianであるとは任意の 1:< i,j :< n 
?




LGn,2n = {g E Gn,2nl9はlagrangian}である LGn,2nをC型のグラスマン
多様体という。






ぷ=Uv2".w B'ev であり、 v~w のとき ev E心である。
x初の点evにおける座標環R/Iについて、 0={叶...'釦}E I(n, 2n),Pe = 
det(a。ぁ）(1 :S i,j :S d)とするとき、 {fe= Pe!P』0E I(n,2n),0 t_ w}であ
るf。がIを生成する。 (det(aeぁ）は、 (r,c) E沢V であるとき、 (r,c)成分を
変数とし、 (wk,k)成分を 1,それ以外を 0とした行列によるもの）
例 4.3LG3,5, w = {l, 3, 5}, v = {l, 2, 3}のときx切の点 evにおける座標環
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
R/IのIは I Iの小行列式から求められる I=〈a,d,f,b2-ce〉
a b c 
d e b 
f d a 











9=ff 例 5.2(杜極入3)= (4,2,1)のときシフトされたヤング函形は
である。
定義 5.3w = {w1,・ ・ ・,四}E Ig(n)に対してシフトされたヤング図形入を
入，＝ー (wi―1-n)(ただし叫：：：：：n)となるように定める。
例 5.4n = 3,w = {2,3,6}のとき入1= -(2-1-3) = 3, 入2= (ー3-1-3)= 
1である。四 =6fnなので心は考えない。よって得られるシフトされた
ヤング圏形は口である。
定義 5.5(Excited Young diagram)ら（入）をヤング図形入，μ(入 Cμ)を
左上詰めに重ね、口→5.,~ □]→［口j(•tいの箱、口は
μの箱）という操作を繰り返してできる図形の集合とする。





例 5.7LG • ,W= 
ロ





定義 6.1(旗多様体）凡はenの線型部分空間で、 Fl= { O}C E1 C・ ・ ・C 
En= <CnlEi C <C叫dimEi= i}を旗多様体という。
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n次対称群品の元 vを(vi,・・・，％）とかく。品の元 vに対して、 Ei= 
〈ev1,...'e叫であるものを evとかく。 evはトーラス作用による固定点で
ある。
定義 6.2(シューベルト多様体）旗多様体の元 evのB_-orbitの閉包 NVを
シューベルト多様体という。
w E Snに対して rw(P,q) := #{(w(i),i)lw(i):::; p,i:::; q}(l:::; p, q::; n)と
する。和(p,q)はランク関数と呼ばれている。
定理 6.3(ブリュア順序） v,w E 品に対して v~w であるとは全ての 1 :; 
p,q:::; nに対して rv(p,q)さ和(p,q)であるときをいう。
叫=Uv2'.wB_ev であり、 v~w であるとき ev E !1切である。
nxnのマス目を考える。 w E品に対して (w(i),i)(l :; iさn)に点を
かく。点のあるマスより右側にあり同じ行にあるマスと点のあるマスより
下側にあり同じ列にあるマスを取り除く。こうしてできたダイアグラムを











とかく。 MVの(p,q)成分を含む左上の部分行列を M贔とかき、 Iw,v=〈M贔




a b c l 
例 6.7 n~4, V~(4, 3, 2, 1)の場合M は(; ~ ~ 〗l と書ける。 w~




定義 6.8(Vexillary permutation) wがvexillarypermutationであると




例 6.9w = (2, 6, 4, 3, 1, 5)のとき より vexillaryであ
るが、 w= (2, 1, 4, 3, 6, 5)は より vexillaryではない。
7 励起されたヤング図形による旗多様体のシューベ
ルト多様体の点の重複度の表示
この節では 2つのヤング医形を用いて NWの点 evの直複度を求める手法を











定義 7.3(p, q) E Ess(w)とする。このとき各(p一匹(p,q), q-rv(P, q))を含
む最小のヤング閲形を転置したものをμ とする。
例 7.4W = (2, 6, 4, 3, 15), V = (6, 5, 3, 4, 2, 1)のときEss(w)は
であるが、これを vの座標で見ると







e'I I I• 
ンク閃数だけエッセンシャルボックスを左上にシフトさせると，
e' 








例 7.6n = 5,w = (l, 4, 3, 2, 5), v = (5, 4, 3, 2, 1)のとき w,vをもとに作られ
たヤング図形入，μ は社心りの£:::£:,:1:,~
8 C型の旗多様体
c2nを考え、基底として {eiliE In = {万，・・・,I,1,・・・,n}}をとる。 iは
-iのようにあつかう。 a,b E C2nに対して skew-symmetricbilinear formを
〈a,b〉=an:如十・ • ・+ a1b1 -a占—... -an加と定める。
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定義 8.1(C型の旗多様体） F匹={{O} C Vi C・.. C Vnl¼C cc2n,dim¼= 
i, Vn is isotropic}をC型の旗多様体という。
％がisotropicsubspaceであるとき maximalisotropic subspaceともいう。
Inの固換全体がなす2n次対称群S2nの元 (w(n),・・・,w(I),w(l),・・・,w(n))
のうち w(z)= w(i)であるもののなす部分群を Wnとかく。 Wnはシンプレク
ティック群Sp2nのワイル群とみなせる。 Wnの元を省略し (w(l),・・・,w(n))
とかく。 v,wE Wn とする。¼=〈ev(万），... ,ev(n-i+l)〉(iE {l,・・・,n})に
よって決まる旗多様体の元を evとかく。 evはトーラス作用による固定点で
ある。
定義 8.2(シューベルト多様体） C型の旗多様体の元e初の B'..-orbitの閉包
をシューベルト多様体といい !1wとかく。
定理 8.3(ブリュア順序） v,w E Wnに対して V:2 W であるとは全ての 1さ
p,qさnに対して rv(p,q)こrw(P,q)であるときをいう。
叫＝几：：：：wB'..evであり、 Vミwであるとき evE !1切である。
また、エッセンシャルボックスについては A型の場合とは異なる。 D(w)
の左半分のみのダイアグラムを D(w)ー とする。
定義 8.4(エッセンシャルボックス (Andersonand Fulton)) D(w)一の残
ったマスの南東の角がエッセンシャルボックスであるが次の 2つの場合を除く。
1.(p, -1), -n::; p:; ー 2であるマスのもの。
2.q > 1であり、 p>Oであるもののうち、 (p-1,q)と(p,q)がD(w)一の
南東の角であり、 k=和 (p,q) = rw(P + 1,q) -p + 1であるとき (k,q,p)に
対応するマスのもの。





スから除く 2つの場合のうち 2つ目のものは考えなくてもよい。 (2つ目に書
いてあるようなことは起こらないため）
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定義 8.6(Vexillary signed permutation(Anderson and Fulton)) wが




のを M'vとかく。 M'vの(p,q)成分を含む左上の部分行列を Mば，qとかき、
I'w,v =〈M'らの知(p,q)+l次である小行列式 l(p,q)E Ess(w)〉とする。
I'w,vの零点集合はu'tn nwと一致する。





入力を行う。例として n= 3,w = (2, I, 3), v = (I, 2, 3)の場合を用いる。
>ring R = O,x(1. .9) ,ds; *19は多項式環の変数の数
>matrix M[6] [3] = x(1), -x(9)*x(3)+x(4)*x(8)-x(7)*x(5)+x(2), 
x(6)*x(8)*x(9)-x(5)*x(9)-x(7)*x(6)+x(4), x(2), x(3), -x(8)*x 
(6)+x(5), x(4), x(5), x(6), x(7), x(8), 1, x(9), 1, 0, 1, 0, 
O; */6,3は行、列の数。 vによって定まる行列の成分を入力する。






>ideal J=std(I); *IIの standardbaseを求めている。これにより
重複度の計算が行える。
>mult(J); ＊／重複度を表示する。


























定義 10.3(p, q) E Ess(w)とする。このとき各(p-rv(P, q), q -rv(P, q)を
含み転置してできる最小のシフトされたヤング図形をμ とする。
つまり、定義 10.3のμ と定義 10.1の入の作り方の違いは vで見たランク
関数を用いるか、 wで見たランク関数を用いるかである。





例 10.5n = 3,w = (う，I,3),v= (I亙，3)とする。 w,vによって求められる
ヤング図形入，μは． 口［ロロである。これによりい）の元は
1□ x~~ ロmult知叫 =#t弘（入） =4となっている。
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